Capitulo 3

Diagonalizacion. Sistemas Dinamicos

Para un desarrollo 16gico de los contenidos de este capitulo es preciso establecer la idea
de base y dimensién. Una vez entendido esto analizaremos las distintas formas que toma
la matriz de una aplicacién lineal. La meta es conseguir una base con respecto a la cual
la matriz asociada sea lo mads sencilla posible. Aplicaremos los resultados obtenidos al
estudio de sencillos sistemas dindmicos.

3.1. Base y dimensién

3.1.1. Definiciones previas

La idea de base es la de un conjunto de vectores lienalmente independientes capaz de
generar a cualquier vector de R™ en el qye estemos trabajando. Mas preciso:

DEFINICION 3.1 Un conjunto de vectores de R",
- = —
B=A{U1y,Ua,.., Uy}
es una base de R™ si se cumple

— = — .
1. uq, ua,..., u, son vectores I. 1. de R"

2. Ui, Uoa,..., U, es un sistema generador de R™, es decir si todo v de R™ se puede
.. . ., . — — —
escribir como combinacion lienal de w1, Wa, ..., U .

EjEMPLO 3.1 B, = {%¢ = (1,0), €5 = (0,1)} es una base para R?. Estd claro que (1,0) y
(0,1) son I. i. También vemos que si v = (v1,v3) es otro vector de R, entonces

7 = (Ul,Ug):Ul(l,O)+U2(O,1)

— —
= V1€1+vy€9
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lo que demuestra que B, es sistema generador.

Del mismo modo no es dificil probar que

B.={¢:=(1,0,..,0), €3 =(0,1,0...,0), ..., €, = (0,....,0,1)}

es base de R™.

EJEMPLO 3.2 Los vectores w1 = (1,2,3) y wo = (4,5,—2) son I i. En cambio no son
sistema generador. Sea, por ejemplo, el vector

v =(0,0,1)

. — A . — — .
y probamos si v estd o no estd generado por w1y y uo. Para ello suponemos que existen
c1 Y ¢y tales que

v o= (0,0,1)=c,u+cus

= 1(1,2,3) + (4,5, -2)
Esto equivale a escribir el sistema

0 = c1 + 402
2¢c1 4 beo
= 361 — 262
Como la matriz del sistema es
1 4 0
A=|2 5 0|,
3 =2 1
r(A)=2yr (Z) = 3, entonces no hay solucion. Esto significa que los vectores dados no
forman un sistema generador.

EJEMPLO 3.3 Los vectores w1 = (1,2), Wy = (0,1) y u's = (4,5) son sistema generador
pero no son l. i. Que son sistema genrador es tanto como decir que todo vector v = (v1,v9)
se escribe como

U = (v1,v9) = e1(1,2) + ¢2(0,1) + c3(4,5)
para ciertos ¢y, co Y c3. Esto genera las igualdades
c1 + 403 = U1

261 + Co + 563 = V2
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Y puesto que el sistema anterior es compatible indeterminado hemos probado que los
vectores dados forman un sistema generador.
Para ver que no son Li. basta fijarse en la matriz que generan los vectores puestos como

1 0 4
215

es una matriz de rango 2, y esto es lo mismo que decir que los vectores son l.d.

columnas:

- — — s =
Supongamos que B = {1, W, ..., u,} es una base de R™. Entonces dado cualquier u

n

— —

u = E Ci Uy
=1

2 —
A los mimeros ¢y, ..., ¢, se les llama coordenadas del vector u con respecto a la base B.

existen nimeros ¢y, ..., ¢, tal que

Las coordenadas de un vector pueden cambiar al cambiar de base. No obstante, con
respecto a una base dada, las coordenadas son tnicas, esto es, si

n
u = C;Uu;
=1

: 2 —
es la expresion de u respecto a la base B,y

n

— _ /=
u = G U
1=1

., ., — .
es también la expresién de v con respecto a la base B, entonces ¢; = ¢, parai =1, ..., n.
. —
La prueba se basa en restar las dos expresiones de « para llegar a que

n

1=1

_ . . .
Pero como los u’; son independientes entonces todos los (¢; — ¢}) son cero, i.e. (¢; — ;) =0
para todo %.

DEFINICION 3.2 Al nimero de elementos que constituye una base se le llama dimension.

Asf tenemos que la dimensién de R? es 2 y en general, la dimensién R” es n.

Si se dispone de una base con n elementos entonces no puede haber n+ 1 vectores Li. (esto
es lo que bésicamente se ha probado en el tltimo de los ejemplos). Este hecho garantiza el
que todas las bases de un mismo espacio R" tienen n elementos. Todavia podemos decir
algo mas:
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PrROPOSICION 3.1 Todo conjunto de n vectores l.i. de R™ son base.
La prueba de esta afirmacién es un ejercicio.

EJEMPLO 3.4 Sean los vectores de R?

s 1
712 1 ,722 S y73: 1
0 1 s

Se pide conocer para qué valores de s estos tres vectores forman una base.
Como son tres vectores es suficiente probar que son l. i. para conluir que forman base.
Por ello hacemos

- — — —
0 =ClVU1+CVas+C30V3

esto es
s 1 0 0
aal 1 | +e| s | +es| 1 = 0
0 1 S 0
La matriz de este sistema es
s 10
A= 1 s 1
01 s

s 10 1 s 1 1 s 1
A = 1 s 1 SN s 1 0 — 0 1—5% —s
01 s 01 s U §
1 s 1 1 s 1
— 01 s-s | =01 s°—5
01 s 00 2s—s°
‘ ) 5 1 s*—s
Llegamos a una matriz cuyo rango es 3 6 2 en funcidn del menor 0 2 3|~
5—5

—s(s? — 2). Este menor es cero sii s = 0 (caso que hemos descartado, pues de lo contrario
las operaciones hechas no son vdlida) o s = +2. De manera que si S es 2 6 -2 los
vectores no forman base.

Si s = 0 tenemos la matriz

A—

S = O

10
01
10
la cual tiene determinante cero. Eso asequra que si s = 0 entonces los vectores tampoco
forman base.



3.1. BASE Y DIMENSION 51

3.1.2. Cambios de base

Supongamos que B = {1, Wy, ..., U} y B = {W), Y, .., u'} son dos bases de R™.
€

o
. . —_ . .
Nos planteamos lo siguiente: sea 2° € R" del que sabemos que se escribe en la primera

base (o base antigua) como
n
— —
T = E T
i=1

; —>
(6 @ = (x1,...,2,)p) y con respecto a la segunda, o base nueva, como

n
- § ==/
=1

; —> o / /
(6 = (2, ....20)p).
A , . —
La cuestién es saber qué relacion hay entre las coordenadas (x1, ..., x,) de 7 en la base
: —
antigua y las coordenadas (z), ..., z!)) de 2" en la base nueva.
Para contestar a esto procedemos escribiendo las coordenadas de los vectores de la base
. o1 . — — —>
nueva pero con respecto a la base antigua. Esto es, escribimos v, wo, ..., u,, cada uno
. . . e —_ —_ ,
de ellos, como combinaciones lineales de 'y, 'y, ..., . Asf

—>/ — — —
Uy Ui t+aUag+...+ap Uy
— — — —

Uy = CL12U1+@22U2+...+CLn2un
—>/ — — —
U, = ApUi+apUs+ ...+ Ay Uy

. . - n wdi
que sustituido en 2" = > " | i} da lugar a

n n
— 1—>/ / — — —
7 = E Ty = E T (a1 Wy + g Wo 4 oo+ s Uyy) (3.1)
i=1 i=1
n n n
1 = / — / —
= g ayx; | Wy + E Tiio | Wo+ ... + E Tilpi | Wy (3.2)
i=1 i=1 i=1

— — . .
Por otro lado se cumple @ = " | z;u;. Tenemos entonces dos expresiones de un mis-
: - n — g
mo vector en coordenadas con respecto a una misma base, ¥ = ) [ v, u; y ¥ =
— — — 2
OO0 anxh) Wy + (OO0 Thaw) W+ ...+ (O, Than;) W, Estas coordenadas han de co-



52 CAPITULO 3. DIAGONALIZACION. SISTEMAS DINAMICOS

incidir, esto es las coordenas z; han de coincidir con las de (3.2). Por tanto

/
ry = E a1;T;

O de otra forma

ai; a12 e QA1n ’
ZL‘1 ZL‘l
21 Q929 e Qon
- (3.3)
, : : : T
Ap1 Ap2 ... Qpp
La matriz
ai; a2 e QA1n
21 A29 v Qon
A=
ap1 Ap2 ... Qpp

recibe el nombre de matriz de cambio de base de B’ a B.

— . — .
NotA 3.1 Cuando un vector * venga escrito como T = (z1, ..., T,) sSupondremos siempre
que es con respecto a la base candnica de R3.

EJEMPLO 3.5 Consideremos la base candnica de R?
B.={¢1, ¢, ¢35}
y la base B’ formada por los vectores
Wy =(1,-1,0), Wy =(2,1,0) y u%=(0,1,1)

Nos proponemos encontrar la matriz de cambio de base de B' a B y las coordenadas del
vector v = (1,1,1) en la base B'. Para esto procedemos como en la discusion hecha arriba.
Ezxpresamos los vectores de la nueva base en coordenadas con respecto a los de la antigua.
Los nuevos son

Wy =(1,-1,0), Wy =(2,1,0) y w4y =(0,1,1)

y ya estdn dados en la antigua. Por consiguiente la férmula de cambio de coordenadas

queda
T 1 20 x}
n |=| -1 11 xh
Tn 0 01 Ty
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Si un vector tiene coordenadas (1,1,1) en la base antigua sus coordenadas en la nueva
serdn solucion del sistema

1 20 )
= -1 11 A
0 01 Tpt

Después de algunas operaciones llegamos a que

&
[N}
I
— Wl W=

o simplemente v = (1,1,1) = (3,3, 1)m

3.1.3. Cambio de base para las aplicaciones lineales

En el capitulo 1 se ha establecido la forma de obtener la matriz asociada a una aplicacién
lineal. Bastaba con hacer la imagen de los vectores de la base candnica para obtener
los vectores columna de la matriz buscada. La matriz que se obtiene es la asociada a la
aplicacion lineal en cuetién, pero con respecto a la base candnica.

Si pretendiéramos hallar la matriz asociada a la aplicacién lineal, pero con respecto a otra
base distinta de la canénica, habria que hacer las imdgenens de cada uno de los vectores
de esa otra base. Aunque el procedimiento es idéntico la matriz obtenida seria distitnta
a la anterior. Sin embargo, podemos aprovecharnos de la férmula (3.3) para conocida la
matriz de la aplicacion lineal en una base, saber cémo es en cualquier otra. Comenzamos
con un ejemplo.

EJEMPLO 3.6 Sea la aplicacion lineal A definida como
A (1’1, Ig) == (6[E1 — QIQ, 61’1 - Ig)
Como A(1,0) = (6,6) y A(0,1) = (=2, —1) entonces la matriz de A en la base candnica

es
6 —2
A_<6 _1).

Sea ahora la nueva base
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donde wy = (1,2) y Wo = (2,3). Puesto que nos dan los vectores de la base nueva en
coordenadas con respecto a la base antigua, relacionamos coordenadas antguas (xy1, z2) con
coordenadas nuevas (', x) y lo hacemos mediante la formula (3.3):

(2)=(23)(%)

Como la imagen de un vector @ = (11,13) es Y = (y1, 1) con
() = ()
Y2 )
. 6 —2 T
6 -1 7y
v\ (6 =2 1 2 x)
v, )\ 6 —1 2 3 T

Pero como para Y la formula de cambio de base también es aplicable, esto es
(n)=(23) ()
Y2 2 3 Ys
1 2 v\ (6 —2 1 2 x)
2 3 v, )\ 6 —1 2 3 T
-1

(4)-G ) ()63 G

que es la nueva expresion para la imagen de un vector, por la aplicacion lineal A, en

Por tanto

entonces

De esto se deduce

coordenadas con respecto a la base B'. Con otras palabras, que la matriz asociada a A en

la base B' es .

() ()0

Podemos extender el estudio del ejemplo previo a cualquier aplicacién lineal de R™ a R™!.
Supongamos pues que tenemos dos bases

B={¢1,€9 ..., €n}

'El estudio que hacemos sirve también para el caso en el que las aplicaciones lineales vayan de R™ a
R™ con m # n.
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B={¢" ¢} ., ¢

de R™. Supongamos que C es la matriz de cambio de base, de manera que si @ =
(z1,...,2,) en la base By @’ = (), ...,2),) en la base B’, entonces

Sea ahora la aplicacién lineal A : R"” — R"™ cuya matriz asociada es A € M, (R) la
cual, con respecto a la base B se escribe

a1 a1z ... Qi

21 A929 cee Qon
A=

Ap1 Ap2 ... Qpp

. . . —_ —_
Ahora bien, si la imagen del vector x” es 3 entonces

A7 =7
esto es
X Y1
A : =
Tn Un

donde todas las coordenadas estdn expresadas con respecto a la base B. Queremos en-
contrar la matriz A" de la misma aplicacién lineal pero con respecto a la matriz B’. Se
puede proceder de dos formas, o bien se calculan las imédgenes de todos los vectores ?;-,
y se escriben, con respecto a esta base B’, como las columnas de A’. No obstante tenemos
la siguiente alternativa. Como

Ty Y1
A —
Tn Yn
X x
= :
/

Ty x
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entonces

Ac| | =0
T, Y,

lo cual implica, multiplicando a ambos lados por la izquierda, que
n )
=C'AC
yl x/
esto es, que la matriz asociada a la aplicacion lineal en la base B’ es
A =CTAC.

EJEMPLO 3.7 Buscamos la matriz asociada, con respecto a la base candnica, de la apli-
cacion lineal A de R? a R? que consiste en realizar una simetria con respecto a la recta
T+ 2y =0.

Para ello buscamos primereamente una base con respecto a la cual, encontrar la matriz
asoctada sea sencillo. Pensamos en un vector director de dicha recta y en uno normal:
W1 = (2,—1) y Wy = (1,2). Estos dos forman una base. Ademds es trivial verificar que

— — — —
AUy = U, Aus=—U>o

P — = .
Ast pues, en la base B = {1, W} la matriz es

=0 h)

pues U1 = (1,0)g y —us = (0,—1)p.

Si lo que queremos ahora es la matriz en la nueva base B., basta con hallar la matriz de
cambio de base; para eso tenemos que escribir los vectores de la base nueva en coordenadas
con respecto a la base B. Veamos: los sistemas que tienen lugar son

(3) - +(2)(2)
(1) - (2)(2)
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(S]]

b=z yc=—3,d=z. Esto significa que

o, = (33)
00, = (-53)

"

Las soluciones son a =

Por tanto

Q

I
7 N
(S IEXST [N
[ )

y la matriz pedida es

S I e
Ul= ot
(SN
(S
\_/

[S1\] |
(S
N———

EJEMPLO 3.8 Supongamos que la aplicacion lineal A de R? a R3 se define como
A(xy, w9, 73) = (21 + T + T3, T3, T — T3)
Encontrar la matriz asociada a esta aplicacion lineal con respecto a la base
B = [T} = 3, @)= 71, T = T2l
Como la matriz de la aplicacion lineal (en B, = {€1, €9, €3}) es
11 1
A=10 0 1
01 -1

y la matriz de cambio es

entonces la matriz pedida es

010 11
A = OOl) 0 0 1
1 00 01 -1
1
1
0

—_ o O
o O =
o = O

o7
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3.2. Forma diagonal

DEFINICION 3.3 Una aplicacion lineal A : R — R™ se dice diagonalizable si existe una
base en R™ en la que A es diagonal.

También hablaremos de la diagonalizaciéon de una matriz en el sentido de que sea diago-
nalizable la aplicacién lineal que define la matriz.

Lo que nos planteamos es dada una A, cuya forma no es diagonal, buscar una base con
respecto a la cual sf lo sea. Por ejemplo, encontrar una base con respecto a la cual la
matriz de A : R? — R? sea diagonal signifca hallar una base B’ = {7';, 7'y} tal que se
satisfacen las igualdades

— —
AUl = /\1U1,

ATy = M.
Es obvio que asi, con respecto a B’, la matriz de A es
w02
0 X
Las igualdades de arriba nos conducen a la siguiente definicién.

DEFINICION 3.4 Un vector © € R"™ se llama vector propio o autovector de la aplicacion
lineal A : R™ — R"™ si existe un nimero X € R tal que

AT =)\7;

al nimero A se le llama valor propio o autovalor de la aplicacion lineal A asociado al
ﬁ
autovector x'.

. —> .
Vemos que si = es un autovector de A con autovalor A\, entonces cualquier vector de la
— — .y
forma v = s, con s € R, también es autovector de A con autovalor \. Probar esta
afirmacion es automaético:

AV)=A(T) =5A(T) =sAT =\(sT) = \7.

Retomemos el inicio de esta seccién. Sea la aplicacion lineal A : R" — R" y supongamos
— — . . .
que U4, ..., u, son n autovectores l.i. con autovalores Ay, ..., \,, respectivamente, es decir

— — — —
Aui=Muq,--Au, =\ u,
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Puesto que 4, ..., u’,, forman una base, con respecto a ésta la matriz asociada a A es

AN 0 - 0
y 0 X -+ O
0 0 - X\,

la cual es diagonal.
Al revés también ocurre, si la matriz de A es diagonal con respecto a una cierta base,
entonces todos los elementos de esa base son autovectrores de la aplicacién lineal A.

PROPOSICION 3.2 Sea A : R"™ — R"™ aplicacion lineal. Entonces

R"™ tiene una base de autovectores de A < A diagonalizable

PROPOSICION 3.3 Una matriz A € M, x, (R) es diagonalizable sii existe una matriz (no
singular®) C' € Mi,xn (R) tal que la matriz

A =CtAC

es diagonal. Ademds las columnas de C' son las coordenadas de los autovectores de A y
los elementos de la diagonal de A" son los autovalores correspondientes.

EJEMPLO 3.9 Consideremos de nuevo la matriz (o aplicacion lineal)

A 6 —2
6 —1
dada con respecto a una base B = {1, Wy} . Esto significa que
A(Uy) =6u1 + 67U

y que

Construimos una nueva base,

B ={W=U1+2Us Vy=2U,+3Us}.

2Singular significa que no posee inversa, o que su determinante es nulo.
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Vemos que
A(T) = AU, +2W) = A(U1) +2A (Us)
= 6U+6Uy+2(—2U; — Us)
= 22U, + 44U, =2(U 1 +2U) =27
(

A(Wa) = AQU,+3Us) =24(U1)+3A(Us)
= 2(6U,+6Us)+3 (20U, — Us)

= 6U1+9U,=3(2U1 +3Us) =275

St empleamos coordenadas es mucho mds facil

A(Ty) = (2 :f)(;):@)
(2

A(T) = (2 j)(g):@)
o(3)

Por lo tanto, con respecto a la base B', la matriz asociada es
20
A = .
(53)
1 2
C =
(23)
-1

a7 ()20

La matriz de cambio de base es

y se puede comprobar que
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3.2.1. Calculo de autovectores y autovalores

Supongamos que Z es un autovector de autovalor A para una aplicacién lineal A que va
de R en R". Sea B = {1, Wa, ..., U, } la base elegida y

— . —
T = (21,...,0,) 5 = sz w;.
i=1

Supongamos que A = (aij)ijzl . s la matriz asociada a la aplicacién lineal A. Puesto
que A (Z) = A7 equivale a
A(T) = A[F
entonces
H
(A=XNZ =0

Esto significa que el vector no nulo 7’ es solucién del sistema lineal homogéneo cuya
matriz asociada es la matriz cuadrada A — A\I. Segin el Teorema de Rouché-Frobenius,
para que esto ocurra es necesario y suficiente que el rango de A — Al sea menor que n, y
esto equivale a que su determinante sea cero. Ahora el determinante

p(A) =det (A— )

es un polinomio de grado n, y hemos visto que para que A sea autovalor es necesario que
raiz de este polinomio. A este polinomio p () se le llama polinomio caracteristico de la
matriz A y acabamos de ver que todas sus raices son autovalores de dicha matriz.

Una vez calculadas cada una de las raices A de p, vamos al sistema (A — \) 27 = 0 y
para cada una de ellas obtenemos sus autovectores = asociados. Esto completa el proceso
de bisqueda de autovalores y autovectores.

(1)

Buscamos sus autovalores y autovectores. Para ello calculamos el polinomio caracteristico
Y SUS raices:

EJEMPLO 3.10 Sea la matriz 2 X 2

1-X 2

p(A)Z' . 4_)\'=>\2—5/\—6

y las soluciones de la ecuacion de sequndo grado \*> — 5\ —6 = 0, son los autovalores: i.e.
A1 =-—1, Ay =6.

Calculemos ahora los autovectores asociados:
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A = —1: resolvemos (A — (—=1)I) 7 = 0 esto es

s (5)-(1)
HIORE

Se trata de un sistema compatible indeterminado cuyas soluciones son de la forma
T —1
=5
Y 1
Tomamos el mayor nimero de vectores solucion que sean l.i. Comon =2 yk =1
solo hay uno, tomemos como autovector a

=)
=0 4 )
Ao = 6 : al resolver (A —61) 7 = 0 llegamos al sistema
—5 2 z\ [0
5 —2 y ) \0

, Solution is: cuyas soluciones se escriben com(

(3)=+(3)

Se toma como autovector asociado a

zgz(g)

Como AT =—7o1y ATy =675 la matriz en la base formada por T1 y T (que

A’:(_l 0)
0 6

y la matriz de cambio de base es

C:(Zli)

esto es

es base de autovectores) es
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Se cumple que

= (3= ()

La forma diagonal buscada de A es
-1 0
A = :
(o)
EjeEmpPLO 3.11 Idem con la matriz
-2 1
A=
(1 %)
El polinomio caracteristico es
—2—-A 1
= =4 2
p(N) ‘ ) —2—)\‘ A+ A +3

-1 2

1

5

)

63

y sus raices son —3,—1. Para la primera el sistema que le corresponde para calcular los

autovectores es
11 x\ (0
11 y ) \0

Como vectorpor ejemplo, tomamos a

71:<_11).

Para N = —1 el sistema de autovectores es

(3 2)0)-()

y el autovector que podemos elegir es

?2:(1).

Tenemos de nuevo una base de autovectores y con respecgto a ésta la matriz asociada es

(v )
(41

y la de cambio de base es
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Existen casos para los que no existe forma diagonal

0

-2 4
Como p(X) = (A —2)?, el unico autovalor es A = 2 (es doble). Los autovectores asociados
a éste son solucion del sistema

(23)0)-(0)

Como todas las soluciones de este sistema se escriben

()-(1):ven

EJEMPLO 3.12 La matriz A = ( > no se puede diagonalizar.

el vector (l.i.) que elegimos es

No hay mds autovectores l.i., no hay pues una base de autovectores y por tanto A no es
diagonalizable.

También hay casos en los que los autovalores son complejos y por tanto los autovectores
correspondientes también. Esta es la situacion para la matriz del ejemplo siguiente

EJEMPLO 3.13 Hallar la forma diagonal de A = ( (1) _01 ) . En este casop (\) = N2 +1
Y sus raices son A\ =1 y Ao = —i. Buscamos ahora los autovectores complejos asociados

a esto autovalores. Para A\ = 1 se tiene el sistema

()G

. —_ . . . .
y el autovector que se obtiene es 2’y = (1,1). Si hacemos lo mismo con Ay = —i obtenemos

un sistema parecido:
1 —1 z\ (0
1 y /) \0

De esto se sigue que el autovector asociado es 25 = (1, —i). Se puede ver que los vectores
.= — . . -
complejos 21 y 29 obtenidos son l.i. y ademds, que

— —
A7, = 1234

— —
A7y = —izy
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Luego la matriz en la nueva base es

También se puede comprobar que

-1
(1) (1)
1 —1 7 —1

Veamos ahora ejemplos de matrices 3 x 3. El procedimiento es el mismo. Nos centraremos
en aquéllos casos para los que la forma diagonal existe, es decir en las situaciones para las
que existe una base de autovectores. Al estar en dimensién 3 necesitamos 3 autovectores
l.i. La dimensién también es la responsable de que el cdclulo de los autovalores sea més
complicado ya que el polinomio caracteristico es ahora de orden tres.

EJEMPLO 3.14 Diagonalizar la matriz

1 -1 0
A= -1 2 -1
0 -1 1

Su polinomio caracteristico es

1—A -1 0
p(N) = -1 2—2AX -1
0 -1 1-X
Para el cilculo del determinante es recomendable emplear operaciones elementales que

lo simplifiquen. Para este caso no es preciso pues se puede desarrollar por la primera
columna:

p(A) = A=X" 1 {1

= 4)\2 -3\ - \3

‘2—)\ —1‘ ‘—1 0‘

Usamos ahora la regla de Rufini para afirmar que los autovalores son 3,0 y 1. Ahora
calculamos los autovectores asociados.

1. A\ =3: hemos de resolver (A —31)7 = 0, esto es

-2 -1 0 T 0
-1 -1 -1 y | =10
0 -1 -2 z 0
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Hacemos operaciones sobre la matriz:

-2 -1 0 -2 -1 0 -3 -1 0
-1 -1 -1 — 2 2 2 — 0 1 2
0 -1 -2 0 -1 -2 0 -1 -2
-3 -1 0 -3 0 3/2
— 0 2 3 — 0 2 3
0 0 0 0 0 0
1 0 —1/2
— 0 1 3/2
00 0

que da lugar al sistema
r—z/2 =
y—(3/2)z =

Entonces x = %z ey = %z; esto significa que toda solucion se escribe como

z 2
y | =s % seR
z 1
Tomamos como vector propio a
1
71 - 3
2
. =
A =0: hemos de resolver (A)7 = 0, esto es
1 -1 0 T 0
-1 2 -1 y | =10
0 -1 1 z 0
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Tomamos como sequndo vector propio a

1
=11
1

3. A =1: hemos de resolver (A — )7 = ?, esto es

0 -1 0 x 0
-1 1 -1 y | =10
0 -1 0 2 0

La solucion general de este sistema viene dada por

T —1
y | =s 0 seR
z 1

Los tres autovectores son l.i.. La forma diagonal pedida es

300
A=[000
0 01
y la matriz de cambio de base es
11 -1
C=131 0
2 1 1
EJEMPLO 3.15 Diagonalizar la matriz
6 —2 1
A=16 -1 1
0 01

El polinomio caracteristico es

6— A\ —2 1
p()\) = 6 —1—2\ 1| =6\ —11A— X +6
0 01—\
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Siguiendo los pasos de antes llegamos a que hay tres autovalores, 1, 2 y 3. Los autovectores

0 1 2
2 3
correspondientes son U1 = % , Uo = 1 Yy Us = 1 | . La matriz dada es
1 0 0
pues diagonalizable y su forma diagonal es
100
A=1020
0 0 3
EJEMPLO 3.16 Diagonalizar la matriz
0o 3 1
A= 2 -1 -1
-2 -1 -1
Las raices de
-\ 3 1
pN)=] 2 —1-X —1 [=4x-22"—-)+8
-2 -1 —1-A
Resolvemos por Ruffini. Las soluciones que se obtienen son A\ = 2, g = —2 y A3 = —2.
Aunque —2 sea un autovalor doble no significa que no podamos encontrar 3 autovectores l.1.
Puede que para A\ = —2 existan 2 autovectores asociados l.i. Este no es el caso. Vedmoslo:

1. Autovectores de A = 2 : resolvemos (A —21) 7 = F, esto es

-2 3 1 T 0
2 =3 -1 y | =10
-2 -1 -3 z 0
x 1
La solucion general es | y | =s 1 con s € R. Tomamos como autovector
z -1
a
1
wi=| 1
-1
2. Autovectores de N\ = —2 : resolvemos (A + 217 = ﬁ, esto es
2 3 1 T 0
2 1 -1 y | =10

-2 -1 1 z 0
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El rango de la matriz del sistema es 2, luego soélo hay un vector l.i. tomamos

1
72 = —1
1
Conclusion: la matriz no es diagonalizable.
EjEmpLO 3.17 Idem con la matriz
1 0 O
A= 1 0 -1
1 -1 0

Esta matriz tiene como polinomio caracteristico a
PN =A=12A+1)

Los autovalores son 1 (doble) y —1.

1. Autovectores de A = 1 : resolvemos (A — )7 = 6), esto es
0 0 0 T 0
1 -1 -1 y | =10
1 -1 -1 z 0

La solucion general es
(x,y,2) =s(1,1,0) +¢(1,0,1)
Hay pues dos vectores l.1. que son solucion. Tomemos éstos:

w1 =(1,1,0), wy = (1,0,1).

2. Autovectores de A = —1 : resolvemos (A+ 17 = 6), esto es
0 T 0
—1 y | =120
-1 1 z 0

La solucion general es

Tomamos como autovector a

69
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Como a pesar de tener solamente dos autovalores, hemos encontrado una base de autovec-
tores la matriz dada es diagonalizable y su forma diagonal es

10 0
A=10 0
00 -1

—_

La matriz de cambio de base es

e}
—

3.3. Sistemas Dinamicos

Nos vamos a fijar en dos situaciones interesantes. Se corresponden con los modelos de
diferencias finitas y con los modelos dados a través de ecuaciones diferenciales.

3.3.1. Ecuaciones en diferencias

Vamos a analizar sistemas dindmicos expresados mediante sistemas lineales discretos. Para
esto nos es suficiente la resolucién de algunos ejemplos.

EJEMPLO 3.18 En cada ciclo de un ano se sabe que el 20% de la gente que vive en
Toledo se va a vivir fuera, y que el 10 % que vive fuera, dentro de la provincia, se traslada
a dicha capital. ;Qué evolucion o tendencia tiene la poblacion de Toledo a medida que
pasa el tiempo?

Denotamos por u,, la que vive dentre en el ano n y por v, la que vive fuera. Si partimos
de un ano en el que hay ug y vy dentro y furera respectivamente, entonces

En general

o en forma vectorial
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o mds simplificamdamente:
ﬁ
n — AEn—l

4 _ (08 01
0,2 0,9

q
E; = (uj,vy)

=1

donde

ﬁ
La cuestion es como es el vector E, (uy,,v,) cuando n es grande.
Es mds o menor directo verificar lo siguiente:

— —
E, = AE,

— — — —
E2 - AEleAE0:A2E0

— . — — —
E, = AE, =AAFE, s=---=A"FE,

Esto significa que para saber cudl es el estado ﬁn es suficiente con calcular A™. En esta
situacion nos planteamos hacer un cambio de base con el fin de que A se tranforme en
una matriz A’ con el mayor nimero de ceros posible. En concreto buscamos una matriz
A1 O
0 A
hay una base con respecto a la cual A se transforma en A’ diagonal entonces los cdlculos
son practicamente directos: puesto que existe una matriz de cambio de base que relaciona
a A con A’ de la forma

A’ diagonal, una matriz con la forma A" = ( > . Si esto se consigue, es decir, si

A =CtAC
entonces
A=CAC™.
Entonces
A? = AA= (C’A’C’_l) (C’A’C’_l)
cACrCcAC!
CA'TA'C™
= CAAC
= CcA)y'c?
pero

wr=(% n) = (% o)
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Del mismo modo

AP = AA2=CAC'C(A)YC?

= cA)yYc?
Y 3
A0
A 3 _ ( 1 )
W ( 0 ()
En general se tiene que
Ar=cC ) Cc

con
A0
Aln: 1
4) <0 x;)

ﬁ
que es la formula de cdlculo que emplearemos para deducir el estado E, una vez que

conozcamos el cambio de base, la matriz C| y la nueva matriz formada por \y y As.

8 1
Determinemos la forma diagonal de A = ( 1_10 10 ) Los autovalores son 1 y 1—70, y los
5

10

-1 »
2 = respectivamente. Como

1
autovectores asociados son v = 1 Y 1

entonces
oo— (3 (L o Lo
11 0 (%) 11
_ (36 +s —3(m) s

(
(
(
(

_ 2(L)" 41 _1(1)”+;)_>
En — 3 \10 3 3 \10 3 E
-3(%)"+3 3(%m)" +3 ’
~ (s Y ()
1) +3 Vo

)
3
7~ N
wlrowl—
wlrowl—
N———
VR
<
S o
N———
Il
VR
wlrowl—
=
S o
+ +
S
NN
N———
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Esto se interpreta diciendo que la tendencia es a que % de la poblacion viva dentro y §
viva fuera.

EJEMPLO 3.19 Supongamos que hay una epidemia en la que cada semana enferman la
mitad de los que estdn sanos, y muere un 25 % de los que estdn enfermos. Se supone que
en el estado inicial todos los individuos de la poblacion est na sanos.

Describamos la dindmica de este sistema:

En la semana n hay x, muertos, y, enfermos y z, sanos. Entonces

T 1 025 0 Tn1
w | =0 075 05 Y1
. 0 0 05 Zn1

La pregunta que seria razonabe es saber cudndo desapareceria la poblacion. En todo caso
el procedimiento para poder aclarar esto seria el mismo que antes, hacer un cambio de

base con
1 025 0
A=1 0 0,75 05
0O 0 05
para llegar a que
A=CAC™?
con A’ diagonal. Por tanto tendriamos
Tn T
Yn = C (A/)n C_l Yo
Zn 20
A0 0 0
=Cl 0 X 0o |C'|oO
0 0 A% 1
Resta por evalurar la matriz diagonal de A y la matriz de cambio de base C'. Los autovalores
1 1,0
1,3 . ) N N
son 1, 5 y 4. Los vectores propios correspondientes son v = [ 0 |, v = —-2,0 Y
0 1
—1,0
W= 1 . La forma diagonal es

A =

O = O
Bl O© O
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y la matriz de paso

1 1 -1
C=10 -2 1
0 1 0
Por tanto
, 1 1 -1 1 0 0 11 =1\ "/ x
Un = 0 -2 1 03" o -2 1 Yo
Zn 01 0 0o 0o & 01 0 20
1 1-(3)" 1+2m-2(3)" T
=10 @ -27+2(9) Yo
0 0 27" 20
Este es el término general, el cual, en el limite, tiende a
1 11 Zo To + Yo + 20
0 00 Yo | = 0 )
0 00 20 0

el estado limite es (xg + yo + 20,0,0), lo que significa que al final todo el mundo muere.
EJEMPLO 3.20 (SUCESION DE FIBONACCI) La sucesion de Fibonacci es
0, 1, 1, 2, 3, 5, § 13, ...

De manera recurrente es xo =0, x1 = 1 y X400 = Tp + 1 para k =0,1,2, ...
El objetivo es encontrar una formula para el término k—ésimo de la sucesion y poder
twestigar como es el crecimiento de dicha sucesion. Hagamos para ello lo siguiente:

Tka1 _ Tp—1+ Tk
Ty Tk
kr1 para k =0,1,2,...5 definimos

X, = ( Tet1 > k=0,1,2,..
Tk

vemos que
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Se trata por tanto de un sistema dindmico lineal para el que tenemos

)—(>n _ 11 )—50 _ 11 1 .
10 10 0
Una vez mds, el procedimiento finaliza con el cdlculo de la potencia n—ésima de una

matriz. En este caso el polinomio caracteristico es

1-X 1

)\: :)\2—)\_1
p(\) ‘ ] _A‘

cuyas raices son

1++5 1—\/5.

Ny —
5 Y 2

Los autovectores se calculan facilmente: para Ay hemos de resolver

(0 L))

1 1
. =5+ =
lo cual da como soluciones a ( v > =5 ( (2\/_1+ 2) ) Entonces tomamos como au-
Yy

—
7 = (
Para Ny hemos de resolver

1-(55) 1 r\ (0
Esto proporciona como vector propio a
. 1 1
=(—=vb+-,1
v ( SVE+3,
Para concluir realizamos el cdlculo de la potencia n :
1 1\"
10

= cAnC!

AL =

tovector a

N =
[\)
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- 1
Como Xg = ( 0 ) entonces
)_(Zn — (xn+1>
Tn
1 1 1 1 145" 0 1
_ (5\/54—5 —5\/54—5) 2 ( g\/5 )
1 1 0 (172\/5> —é\/S
(G - £ G -3vR)"T
S (V5 - S iy
Por ende

o (B b) - (Ao

Puesto que %\/3 ~ —0,618 03 entonces,

1
1 1 1 "

nr—= (5 +5V5

T \/5(2+2f>

. L L n
sin es grande®. En concreto, x, debe ser el mimero entero mds cercano a % (% + %\/5)

supuesto n. grande.

Tn+1

. . 1 (1 1 n
Con n grande la proporcion o S mantiene constante pues de nuevo 7 (2 2\/5) se

hace muy pequeno, se tiene

Ty, 2 2

. 1 1
Tntl o <_+—¢5> =\ ~ 1.618
numero que recibe el nombre de razon durea

Como se ha podido comprobar la eficiencia en el estudio depende de si encontramos una
forma diagonal para la matriz del sistema dindmico con el que estamos trabajando.

3.3.2. Ecuaciones diferenciales

Usamos la teoria de Algebra Lineal desarrollada para resolver algunas ecuaciones diferen-
ciales ordinarias. El tinico hecho sobre ecuaciones diferenciales que tenemos que tener en

cuenta es el siguiente:
d

pr (eM) = AeM. (3.4)

3 —%\/g)n—>051n—>oo

(

=
[}
[ ][
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Comenzamos con la ecuacién

du (t)
dt
Una solucién es u (t) = €', pero también lo son u (t) = Ce’, con C cualquier constante.

= u (t)

De la misma manera, y usando la igualdad (3.4), una solucién de

du(t)
S =t (3.5)

es u (t) = eM. Como antes toda solucién se puede escribir como
u(t) = CeM

con C cualquier constante.

Si a la ecuacién diferencial (3.5) le imponemos la condicién
u (0) = ¢ (3.6)

entonces tenemos como solucién (tnica) a

u(t) = coe™.

Generalizamos dando los pasos andlogos.

Supongamos ahora que en lugar de A en (3.5) lo que tenemos es una matriz A de orden
n X ny que u(t) es un vector de R, esto es, que es

w(t) = (ug (t),...,un (1)) .

Buscamos pues n funciones u;(t), i = 1,...,n, con t € I, I cierto intervalo de la recta real,
que cumpla el sistema de ecuaciones diferenciales

du(t)
— = Au (1) (3.7)

Eventualmente impondremos la condicién inicial

toel.
Las igualdades (3.7) y (3.8) se pueden escribir de manera mas detallada: suponiendo que

la
air ... Qip

A:

ap1 ... Qpp
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las identidades (3.7) y (3.8) se corresponden con

du1 (t)
dt ar ... Qip (751 (t)
duy, (1) Gn1 Cpn, Uy, (1)
dt
y
(u1 (o) s -, tn (o)) = (uo1, oz, -, Uon)

Nota 3.2 Conviene observar que el conjunto de llas soluciones de (3.7) tiene estructura
de espacio vectorial: si u (t) y v (t) son soluciones de este sistema, entonces tmaibén lo es

—_
cu (t) 4+ dv (t), para cualquiera que sean ¢ y v nimeros reales. En particular u (t) = 0 es
solucion.

NoTA 3.3 Supondremos que las funciones incdgnita u; (t) son fucniones derivables con
respecto a la variable independiente t.

Nos interesa hallar soluciones de (3.7) distintas de la solucién trivial u (t) = 0. Veasmos
el método y cudl es su relacién con la teoria lineal.

3.3.3. Solucién general de un sistema lineal

Para n = 1 ya hemos visto que la solucién general es u (t) = Ce. Con esta solucién

general la solucién particular del problema de valores iniciales (3.5) y (3.6) es u (t) = coe.

Para n > 1 el procedimiento es parecido. Busquemos una solucién bajo el formato

donde
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Hacemos su derivada para sustituir més tarde en la parte izquierda de la igualdad (3.7):

d d af ™"
g () i T =g N
e,
% (e”xl) AeMay
% (e”xn) ez,
M,
= )\ . = )\e/\t_>
My

)\t—> , 1 ., .o
I Sera solucion sii

ANT = Au(t) = A(MNT) =eMA(T)

Si ahora sustituimos en (3.7), el vector u (t) = e

Dividiendo por e* llegamos a que u (t) es solucién sii
A(T) =27
esto es, sii A es autovalor de la matriz A con autovector 7 .

Ya tenemos pues un método para encontrar soluciones distintas de cero para el sistema
(3.7). Como las soluciones constituyen un espacio vectorial, cualquier combinacién lineal
entre ellas también es solucién. Por tanto si cada expresién de la forma e** 7', es solucién,
entonces también lo es

— — p—
(1) = ceMT + ..+ epeT,

siendo las ¢; constantes cualesquiera, los \; los autovalores y a'; los correspondientes
autovectores de la matriz A.

Si pretendemos resolver (3.7)-(3.8) tendremos que encontrar aquellos pardmetros c;a tales
que
u (to) = Ug

i.e., los que cumplen
— to—>
u(tg) = 1M T + .+ e T = wp.

Debemos tener en cuenta que para que se cumpla esta relacién ug ha de estar nece-
sariamente generado por los autovectores, si no es asi entonces no habré soluciéon para
u (to) = up. Un caso para el que si estd asegurado es aquél en el que encontramos n au-
tovectores (k = n), habria una base de autovectores y siempre podriamos encontrar los ¢;
para que u (ty) = up.
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3.3.4. Soluciéon de un sistema mediante un cambio de variable

Otra forma de exponer lo explicado antes consiste en realizar un cambio de variable. En
efecto, si el sitema a resolver es

du
2t A
a
entonces la forma diagonal de A, A’, cumple A’ = C~1AC, y el sistema se reescribe
du _ CA'C'u
dt

Si hacemos el cambio de variable u = Cv (6 v = C~'u) y tenemos en cuenta que

dv du
—Z 1=
dt dt
entonces lo de arribe se expresa como
dv
A
at ~
esto es, queda el sistema diagonal
dvl (t)
dt )\1 0 U1 (t)
dvn (1) 0 .. A n (1)
dt

Resolvemos y queda
v; (t) = ¢;exp (A\it)

Finalmente dehacemos el cambio y la solucién serd u = Cv.

EJEMPLO 3.21 Resolver el sistema
22() 10 o ()

(21 (0), 22 (0)) = (1, -1).

Puesto que la forma diagonal de la matriz del sistema es

, (=10
(0 )

con la condicion inicial
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-1 1
C =
tenemos que el sistema a resolver % = Av es

con matriz de cambio de base

dUl (t)

dquﬁ(t) - ( _01 (1) ) ( Z; 8 )
dt

lo que da vy (t) = crexp (—t) y ve (t) = coexp (t) . Deshacemos el cambio y obtenemos la

xq (1) B -1 1 vy (t)
() ) 11 vy (1)
B -1 1 c1exp (—t)
B 1 1 coexp (t)
B —cie7t 4 cpet
N cre”t + cpet
Notese que también es vdlida la siguiente expresion para la solucion
T (t) . —t —]_ t ]_
<x2(t) ) = e 1 + coe E

Busquemos ahora la solucion particular que cumple (z1 (0), x4 (0)) = (1,—1). Basta con

solucion

i a la solucion anterior e imponer el valor inicial dado:

—C1 + C2 . 1
1+ C N 1

Obtenemos c; = —1 y co = 0. Por tanto la funcion pedida es

()= ()

EJEMPLO 3.22 Resolver el sistema

dx

d;}? 111 a1 (t)
dmét(t) I R 2 (t)
() 00 3 w3 (t)
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con el dato inicial
(21 (t) 22 (t) , 23 (), = (4,5,6).

Los autovales son 1, 2 y 3, y los autovectores asociados son v = (1,0,0), v = (1,1,0) y
w = (1,1,1). Por tanto la solucion general es

zo(t) | =cief [ 0 | + e |1 | 43| 1

Si queremos que cumpla la condicion inicial dada basta resolver el sistema

11 (0) 1 1 1 4
i) (0) = C 0 + ¢ 1 + c3 1 = 5
x5 (0) 0 0 1 6

para obtener c; =co =1 y c3 = 4.
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3.4. Ejercicios

1.

Probar que B = {(1,2,1),(0,1,1),(1,1,1)} es una base en R y encontrar las
coordenadas del vector v = (1,2, —4) en dicha base. Hallar la matriz de cambio de
base, de la base candnica a B.

Respecto de la base canénica de R? hallar las matrices de las siguientes aplicaciones
lineales:

a) giro de o grados con respecto al eje Z (o recta cuyo vector director es €3 =
(0,0,1))

S

Simetria con respecto a la recta x = 0, y = 0.

& o

)

) Proyeccioén sobre el plano x —y + z = 0.

) Simetria con respecto a la recta (z,y,z) = t(1,1,1)
)

e) Giro de 90 grados con respecto a la recta z +y = 0,z = 0.

Sabiendo que la aplicacién lineal A € £ (R?) lleva los vectores

u; = (1,0,0), up = (1,1,0), uz = (1,1,1)

de R? en los vectores
w1 = (2, ]_, 2), Wo = (3, 1, 2), W3 = (6, 2, 3)
respectivamente, encontrar la matriz de A en las siguientes bases:

a) La base canénica de R>.
b) La base {uy,us,us}.

Hallar los autovalores reales y autovectores de R", y una base de autovectores cuando
sea posible, de las matrices:

(550 () (L) (0

Hallar los autovalores y autovectores de las aplicaciones lineales deR™ a R™ cuyas
matrices asociadas son:

2 -1 2 4 -1 2 100
o) 5 =3 3,00 -5 -1 1],¢0(023
-3 3 1 2 1 4 03 4
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10.

11.

12.
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Decir cudles de las siguientes matrices pueden reducirse a una diagonal y encontrar
una matriz de cambio de base:

4 -1 -1 00 1
a1 2 -1 ],5 (010
1 -1 2 100
a b 0
Determinar para qué valores a, b € RlamatrizA= | 0 —1 0 | € Msx3(R) es
0 0 1
diagonalizable.
Dada la matriz
2 -2 6
A=10 a 4—a |,
0 a —a

probar que ésta es diagonalizable para todo a € R — {0} .

Probar que los autovalores de una matriz real y simétrica de orden dos son siempre
reales.

Encontrar la forma diagonal y la matriz de cambio de base correspondiente de las

matrices
4 -1 2 0 -1 -2 3 2 =3
a) 2 1 =2 1,0 1 3 1 , b) 4 10 -12
1 -1 1 1 0 3 3 6 =7

Encontrar todos los subespacios invariantes de la aplicacion A € L (R?) que tiene
como matriz asociada a

4 =2 2
A= 2 0 2
-1 1 1

Hallar la potencia n—ésima de la matriz

a b b
A= b a b
b b a
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13. Se dan las sucesiones recurrentes

Up = 3Up_1+ 30,1

Up = OUp_1+ Un-1,
con ug = 1y vy = 1. Hallar u,, y v,, en funcién de n.

14. Estudiar la dindmica de un punto cuyas coordenadas en el instante n vienen dadas
por las ecuaciones

, 5/2 3 0 Too1
Yn = —3/2 -2 0 Yn—1
Zn —6 —6 —1/2 Znt

15.  Sea el sistema dindmico lineal discreto dado mediante las ecuaciones
Tk B 0,8 0,3 Th_1
() = (o2 02) (02
ZTo _ 1
() - ()

Encontrar el estado limite lim_, < Tk ) . .Cémo debe ser a para que limy_, o, ( Tk )
Yk Yk

pertenezca a la recta cuyo vector director es v = (1,a)?

16. Sea A € £ (R?) cuya matriz con respecto a la base canénica es

0 x 2
A= -2 0 =2
2 =2 0

con z € R.

a) Encontrar z para que A sea diagonalizable.
b) Sea el sistema dindmico lineal discreto dado por las ecuaciones
1
Y = -Ayt—1), t=1,2,..
r
v(0) = Yo

— . L .. .
con 1o un cierto vector de R? y 7 un ntimero real positivo. Demostrar que si
A es diagonalizable entonces para cualquier vector 1 se da la equivalencia

lim Y (1) = 0 <= r>max {2,1+ V5 -2}
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

CAPITULO 3. DIAGONALIZACION. SISTEMAS DINAMICOS

Una particula se mueve en le plano de manera que su posicién en el instante ¢ viene
dada por el vector (z,y;) (con t > 0) y ademés

()=(o ) ()

Dependiendo de la posicién inicial ( es decir del vector (g, o)), estudiar la posicién
limite de dicha particula.

Segin la Ley de Newton la velocidad de enfriamiento de un cuerpo al aire libre es
proporcional a la diferencia de temperaturas entre el cuerpo y el medio ambiente.
Sea la temperatura del aire igual a 20° C; si el cuerpo se enfrfa de 100° C a 60° C en
20 minutos, ;qué tiempo se necesita para que la temperatura del cuerpo baje hasta

30° C?

Comprueba que la funcién y = % +C5 es solucién de la EDO de orden 1 "+ (%) Yy =
0.

Resuelve las siguientes ecuciones con variables separables:

a) ydr—xdy =0
b) dex—(1—x)dy=0
c) (1+y*)dx —/rdy =0

Resolver las siguientes ecuaciones lineales de primer orden:

a) Yy — ;%—(x—i—l)Q.

)

b) (x—2H)y + (222 - 1)y =223
) ¥+ Ry —1=0,y(1/2) =1
) Y+

%y = % (a es una constante), y (1) = 2

o

d

Resuelve los siguientes problemas:

A
2) { ¥=—-x+y

Yy =-z—-3y

¥=-Tr+y
b) )

Yy = —2x — 5y

0 { CERA0),y(0) = (2.3)

y =x+3y
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23. Hallar la solucién general, y en su caso la particular, de las siguientes EDO’s lineales
homogéneas de orden dos:

a) YV =Ty +12y=0
b) y"+ 6y +5y =0
c) ¥y +4y=0,y(1)=119(1)=0

24. Hallar la solucién general, y en su caso la particular, de las siguientes EDO’s lineales
no homogéneas de orden dos:

CL) y”—y: 5.@—"2
b) y' =3y =26z
c) y'—Ty +6y=sinz, y(0) =1,y (0)=0



